向量簡介
線性代數核心 – 向量相加及線性組合

由二維及三維可觀察的空間推廣至高維度空間的了解。

1. 向量與線性組合

向量 – 列或行數字的組合

二維行向量
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，向量維度或階數2
向量加法(減法) – 相同維度的行向量或列向量相對應的分量相加
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 與 
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 相加成 
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向量相加與次序無關(減法?)
向量相加(減)相當於相同維度的幾何相加(減)

純量乘向量 – 純量分別乘以向量各分量
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零向量 – 各分量為0的向量表示為0
線性組合

向量加法與純量乘法結合即所謂「線性組合」

向量v 與 w 的線性組合為 
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(各種可能的c與d)
三維或多維空間裡的向量

同理

假設 u, v, w 為三維空間的向量且不為零向量，則
1. 線性組合 cu 構成一條直線

2. 線性組合 cu + dv 構成             (但書)
3. 線性組合 cu + dv + ew 構成              (但書)
例1.1 描述v = (1, 1, 0) 與w = (0, 1 ,1) 所有的線性組合。找一個不是v 與w 的線性組合的三維向量。
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向量 (2, 5, 2)不是v與w的線性組合

例1.2 已知v = (1, 0) 與w = (0, 1)。(1) 當c是整數時，以及 (2) 當
[image: image9.wmf]0
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時，分別描述所有cv及所有線性組合cv + dw (其中d可以為任何實數)
(1) 當c是整數，cv為x軸線上整數的標點的集合。cv + dw = (整數, 任意數)為xy平面上垂直x軸的平行線組合

(2) 當
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時，分別為大於零的x軸半直線或
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習題 1.1
1. 假如
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並且
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，請計算v及w向量。

2. 計算v = (1, -2, 1) 與w = (0, 1, -1) 的線性組合的分量總和。並求取c 與d使得
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3. 假如平行四邊形有三個頂點分別為 (1, 1)、(4, 2)、(1, 3)，哪些點可能成為第四點？請列出兩個點的位置。
2. 長度與點積

兩二維向量 v = (v1, v2) 與 w = (w1, w2) 的點積或稱內積為
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兩n維向量v 與w的點積或稱內積為
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向量內積的次序不影響結果

兩向量內積為0表示此二向量互相垂直。

長度與單位向量

向量自身內積夾角為0，且其大小為向量長度的平方。

向量v的長度表示為 
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單位向量u為長度為1的向量，即
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任何向量可寫為單位向量的組合 v = v1i + v2j + v3k
任何向量v除以自身的長度可得與其同方向的單位向量u = v / ||v||

若v與w相互垂直，則點積vw = 0

證：當v與w相互垂直，形成直角三角形兩邊，第三邊為v – w，依畢氏定理
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運算後可得 
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若
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若u與U為二單位向量(二維)，則
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餘弦公式  若v與w非零向量，則
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史瓦茲不等式 
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例2.1 向量v = (3, 4)與w = (4, 3)，計算
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，來驗證史瓦茲不等式。計算
[image: image30.wmf]w

v

+

來驗證三角不等式

史瓦茲不等式 
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三角不等式
[image: image32.wmf]w

v

w

v

+

£

+
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例2.2 找出v = (3, 4) 方向的單位向量u。找出與u垂直的單位向量U。
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習題 1.2
1. 三個二維向量u, v, w:
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(a) 計算內積
[image: image40.wmf]v

u

×

, 
[image: image41.wmf]w

u

×

, 
[image: image42.wmf]w

v

×

, 
[image: image43.wmf]v

w

×


(b) 計算各向量長度。驗算史瓦茲不等式

(c) 找出互相間夾角

2. 試証明三角不等式 
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3. 從 (0, 0)分別畫箭頭到v = (1, 2)與w = (-2, 1)。將它們斜率相乘，所得結果與
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內積有何關聯？

矩陣(matrix)與張量(tensor)

矩陣 – 行向量或列向量的組合
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  Aij為矩陣A的i列j行的分量
矩陣的階數以n列及m行表示，可寫為n x m
列向量與行向量分別為1 x n及m x 1矩陣的特例
矩陣乘法

進一步定義點積或內積為同階的列向量1 x n與行向量n x 1各分量相成的合

矩陣A(n x p)與B(p x m)相乘必要條件為A的行階數需與B的列階數相同
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相乘結果C的階數為n x m
矩陣與行向量相乘A(n x m)x(m x 1) = b(n x 1) 結果為行向量
列向量與矩陣相乘x(1 x n) A(n x m) = b(1 x m) 結果為列向量
列向量與行向量相乘b(1 x n) c(n x 1) = e 結果為純量常數
行向量與列向量相乘b(n x 1) c(1 x m) = A(n x m) 結果為n x m矩陣
矩陣運算規則

AB第i列與第j行的元素是 (A的第i列) 與 (B的第j行)的點積

AB的一行是 (矩陣A) 乘 (矩陣B的一行)

AB的一列是 (矩陣A的一列) 乘 (矩陣B)

A + B = B + A



(交換律)
c(A+B) = cA + cB


(分配律)
A + (B + C) = (A + B) +C

(結合律)
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(乘法交換律不一定成立)
C(A + B) = CA + CB


(左分配律)
(A + B)C = AC + BC


(右分配律)
A(BC) = (AB)C



(乘法結合律)
張量超過2維的矩陣 Aijk, Aijj, …
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