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五、 幾何 

5.1 直線方程 

 直線與斜率 

設點 x、y為滿足方程式 pmxy += 上之兩點，m 、 p 是給定的常數，其中 p 為該直線截 y軸

（即 x=0 時）於 p ，而m 表示該直線的斜率，即直線與 x軸相交時的傾斜度，若直線 x軸的

交角為θ時，則 θtan=m 。 

 

 

吾人可將一般之二元一次方程式： 0=++ cbyax ，若 0≠b ，可改寫為
b
cx

b
ay −−= ，則

bam /−= ， acp /−= 分別為該直線之斜率 m及與 y軸的截距。 

若 0=b ，則該直線為 0=+ cax ， acx /−= 這條直線是截 x軸於點( ac /− ,0)且與   y 軸垂直

的直線。 

 點斜式 

當吾人已知一直線斜率為m ，且通過某一點 ),( 11 yx ，則該直線方程式可表示為 

)( 11 xxmyy −=− 。 

 

1.過兩點直線方程式 ： )( 1
12

12
1 xx

yy
xx

yy −
−
−

=−  

設通過 A、B 兩點之直線方程式為 pmxy +=  

其中 A、B 兩點斜率
12

12

yy
xxm

−
−

= ，
12

1212

xx
yxyyp

−
−

=  

故 )( 1
12

12
1 xx

yy
xxyy −

−
−

=− ，其中斜率
12

12tan
yy
xxm

−
−

== θ  
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2. 平面上兩直線關係 

兩直線
222

111

:
:

pxmyL
pxmyL

+=
+=

，若斜率相等，即 21 mm = ，則為平行。 

若 21 mm = 且 21 pp = ，則兩直線重合。 

若兩直線垂直，其傾斜角分別設為 1θ 、 2θ 時，則 9012 +=θθ    

 

1

1
1

122

1
tan

1cot

)90tan(tan

m

m

=

−=−=

+==

θ
θ

θθ

    

兩直線： 11 pxmy += 及 22 pxmy += ， 
       平行： 21 mm =  

直線： 121 −=⋅mm  
 

EX1. 求下列條件所決定的直線方程式： 

(1) 過 A(2, 3)且斜率為 2，(2) 過 A(4, 3)，B(4, 1)，(3) 過(3, 0)，(0, 2)，(4) 斜率為
3
1

− ，

y 截距為 6 
 

Ans:　 (1) 72)2(23 +=⇒+=− xyxy y – 3 。(2) 
4
3

)4(4
13

−
−

=
−−
−

x
y   ⇒ 084 =+− yx 。 

    (3) 1
23
=

−
+

yx  ⇒ 0632 =−− yx 。(4) (y-6) = (-1/3)x  =>  x + 3y -18 = 0 

 

5.2 拋物線 

拋物線是平面內到一定點和到一條不過此點的定直線的距離相等的點的軌跡。這一定點叫做

拋物線的焦點，定直線叫做拋物線的準線。 

     

弦

焦弦

正焦弦
F

         

對
稱
軸

焦點

準線

F
P

Q
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對稱軸：拋物線是軸對稱圖形，它的對稱軸簡稱軸。  

頂點：拋物線與它的軸的交點叫做拋物線的頂點。  

弦：拋物線的弦是連接拋物線上任意兩點的線段。  

焦弦：拋物線的焦弦是經過拋物線焦點的弦。  

正焦弦：拋物線的正焦弦是垂直於軸的焦弦。  

 

拋物線表示法： 

 

 

c > 0 c > 0 c > 0 c > 0 
示 

意 

圖 

 

c < 0 c < 0 c < 0 c < 0 

拋物

線 

方程

式 

x2 = 4cy y2 = 4cx (x-h)2 = 4c(y-k) (y-k)2 = 4c(x-h) 

頂    點 (0, 0) (0, 0) (h, k) (h, k) 

焦    點 (c, 0) (c, 0) (h, k + c) (h + c, k) 

準    線 

方程

式 

y = - c x = - c y = - c + k x = - c + h 

正焦

弦 

長 

4 | c | 4 | c | 4 | c | 4 | c | 

 
EX.1 求拋物線 010382 =++− yxx 的(1)對稱軸(2)頂點(3)焦點(4)準線(5)正焦弦長 

Sol: 06316801038 22 =−++−⇒=++− yxxyxx  

    )2)(
4
3(4)4( 2 −−=−⇒ yx  
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對稱軸： 044 =−⇒= xx  

頂點： )2,4()2)(
4
3(4)4( 2 ⇒−−=− yx  

焦點： )
4
5,4())

4
3(2,4( =−+  

準線： 0
4

11
4

11)
4
3(2 =−⇒=−−= yy  

正焦弦長： 3
4
34 =−⋅  
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5.3 圓與橢圓 

 圓 

1.定義：在同一平面上與一定點等距離之所有點所成之集合稱為圓 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
圓上任一點 ),( yxP 與一定點圓心 ),( kh 的距離 d 為半徑 r  

即 rkyhx =−+− 22 )()(  

 
標準式： 222 rk)(yh)(x =−+−  
一般式： 022 =++++ FEyDxyx ， 

又或寫作 2
22

22 )
2

4()
2

()
2

( FEDEyDx −+
=+++  

(1)當 0422 >−+ FED ，表一圓，即圓心為 )
2

,
2

( ED
−− ，半徑為

2
422 FED −+  

(2)當 0422 =−+ FED ，表一點，即 )
2

,
2

( ED
−−  

(3).當 0422 <−+ FED ，圖形不存在 
 
以標準式判斷平面上一點 P(x0, y0)與圓的相關位置如下：  
 
(1).若 P 在圓內  222 rk)(yh)(x <−+−   
 
(2)若 P 在圓上  222 rk)(yh)(x =−+−   
 
(3)若 P 在圓外  222 rk)(yh)(x >−+−  
 

r 

●圓心

(h,k) 

●圓上的任何一點P(x,y)
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EX1.將下列方程式化為 222 )()( rbyax =−+− ，並說明幾何意義？ 
(1) 0314222 =−+−+ yxyx  
(2) 054222 =++−+ yxyx  
(3) 084222 =++−+ yxyx  

 
Sol: 

一般式： 022 =++++ FEyDxyx  
應用 0422 =−+ FED 判別式來判別圖形為何，並可得: 

⇒=++−⇒>−−+−⇒=−+−+ 2222222 6)2()1(0)31(44)2(03142 yxyxyx 圓心為

)2,1( − ，半徑為6  
⇒=++−⇒=−+−⇒=++−+ 0)2()1(0)5(44)2(0542 222222 yxyxyx 點 )2,1( −  

⇒<−+−⇒=++−+ 0)8(44)2(0842 2222 yxyx 無圖形 
 

 橢圓 

 
1.橢圓的定義： 

定義：在平面上與二定點 21, FF 距離和，恒為一定數 a2 ，( 212 FFa > )之所有點所成之集合稱

為橢圓，即{ P aPFPF 221 =+ , 212 FFa > ，其中 21 , FF 為兩定點 } 。 

(1) 1F ， 2F 稱為焦點， CFF 221 = 。 

(2) a2 稱為長軸， b2 稱為  短  軸   

(3) 正焦弦長為
a
b22

，面積為 πab 。                                             

(4) 焦半徑：
a
cxaPE −=1 ，

a
cxaPE +=2 。 

 
2. 橢圓的標準式： 
(1) 橢圓長軸平行 x 軸： 
    設中心(h, k)，中心到焦點距離為 c，半長軸長 a，半短軸長 b， 222 cba += ， 

    則橢圓方程式為 1)()(
2

2

2

2

=
−

+
−

b
ky

a
hx

。 

(2) 橢圓長軸平行 y 軸： 

    設中心(0,0)，中心到焦點距離為 c，半長軸長為 a，半短軸長為 b，
222 cba += ，則橢圓

方程式為 12

2

2

2

=+
a
y

b
x

。 
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橢圓參數式： 
 

  0,1)()(
2

2

2

2

>>=
−

+
− ba

b
ky

a
hx

之參數式為 πθ
θ
θ

20  ,  
sin
cos

≤≤
⎩
⎨
⎧

+=
+=

bky
ahx

 

 
EX1. 0615489 22 =++++ yxyx 的(1)中心座標(2)交點座標(3)頂點座標(4)長軸長(5)短軸長(6)
正焦弦長 
Sol: 

1
2

))3((
6

))4((0615489 2

2

2

2
22 =

−−
+

−−
⇒=++++

yxyxyx  

(1) )3,4( −−  

(2) )3,244( −+− ， )3,244( −−−  

(3) )3,2()3,64( −=−+− ， )3,10()3,64( −−=−−−  
(4) 1226 =×  
(5) 422 =×  

(6)
3
4

6
22 2

=
⋅  


