
 4-1

四、 向量 

4.1 純量與向量........................................................................................................ 
　 純量....................................................................................................2 
　 向量....................................................................................................2 

4.2 向量表示法......................................................................................................2 
　 向量的幾何意義................................................................................2 
　 向量的座標表示法............................................................................3 

4.2 向量運算..........................................................................................................3 
　 向量的分解與合成特性....................................................................3 

4.3 空間向量與直線平面......................................................................................6 
　 空間向量的絕對值............................................................................6 
　 空間向量的內積................................................................................6 
　 體積與面積........................................................................................7 
　 空間向量的方向角............................................................................7 
　 空間中的平面....................................................................................8 
　 空間中的直線....................................................................................9 



 4-2

Θ 

4.1 純量與向量 

 純量 

指在坐標變換下保持不變的物理量。例如，三維空間中兩點間的距離在坐標變換下保持

不變，相對論四維時空中時空間隔在坐標變換下保持不變。以此相對的向量，其分量在不同

的坐標系中有不同的值，例如速度。純量即是只有大小，沒有方向的量。 

 

 向量 

向量又稱矢量(Vector)，指線性空間中的元素。起源於物理學既有大小又有方向的物理量，

通常繪畫成箭號，因以為名。位移、速率、加速度、力、力矩、動量、衝量等，都是向量。

向量即有大小，又有方向的量。 

4.2 向量表示法 

 向量的幾何意義 

如圖示，將起點 A與終點 B以有向射線連接，並註明兩點間之距離及射線之方向（即與水平

線之夾角）的觀念，就是向量。簡言之，向量就是一具有大小（或長度）及方向的射線。向

量的表示符號為 AB ，而其大小則表為 AB 。 

      y 

                 B 

         A            

                   X 
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 向量的座標表示法 

1. 以 x，y 為兩軸的座標平面上，若 b)(a,vv× ，則 a 為 vv 的 x 分量，b 為 vv 的 y 分量。以

x，y，z 三軸的空間座標中，若 vv=(a,b,c)，則 a 為 vv 的 x 分量，b 為 vv 的 y 分量，c 為

vv 的 z 分量。 

2.零向量：原點 O 的位置向量為(0，0，0)，稱為零向量。  

3.向量相等：兩位置向量相等之充要條件是其終點所在的位置一致設 ( ) ),,(,, 222111 zyxzyx = ，

則 21 xx = ， 21 yy = ， 21 zz = 。 

4.設空間中兩點 ( )111 ,, zyxA ， ( )222 ,, zyxB ，則位置向量 ),,( 121212 zzyyxxABvv −−−== 。 

   p.s 當 )0,0,0(O ， ),,( zyxP ，則 ),,( zyxOPvv == 。 

5.空間中 x，y，z 三軸上的基本向量為： 

 )0,0,1(=vi ， )0,1,0(=vj ， )1,0,0(=vk  

即 vvv kcjbiacbavv ⋅+⋅+⋅== ),,( ，反之亦同。 

4.2 向量運算 

 向量的分解與合成特性 

如圖示，從 A到 B的行程(向量)可以想成是先由 A到 C再由 C到 B的行程組合，亦即AB

可想成是AC 及 BC 的合成等效結果，而AC 及 BC 即代表AB 的分量。向量的分解方式有無窮

多種，通常依選用之座標系統決定最方便的分解方式，在直角座標系下，多以水平及垂直分

量來分解向量。 

                                        y           B 

直角座標系 

                                            A        C 

                                                             x 
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1.向量與純量的乘法與除法  

向量 A 與純量 a 之乘積，以 aA 表示，其結果仍為一向量，此向量的大小為 |aA|，方

向則視 a 值之正負號而定。若 a 為正值，則 aA 之方向與 A 相同；若 a 為負值，則 aA 之

方向與 A 相反。因此，負的向量是將原向量乘以 (-1) 而得，如左下圖所示。向量與純量的

除法可用乘法定律來定義，因為 AaaA )/1(/ = ， 0≠a ，此運算的圖形範例如下圖所示。 

 

 

 

2.向量加法    

平行四邊形法如下圖所示： 

兩向量 A 與 B，可利用平行四邊形定律相加，其和以 BAR += 表示，。作法是將 A、

B 兩向量之箭號尾部放置在同點上，然後以 A 與 B 為兩邊畫一平行四邊形，則通過箭號尾

部的對角線就是向量和 R。   

 

三角形法如下圖所示： 

藉由平行四邊形定律，可導出另外一種方法來求兩個向量之和，稱之為三角形法 

(triangle construction)。此方法是將向量 B 箭號尾部與向量 A 箭號頭部相接，然後由向

量 A 箭號尾部至向量 B 箭號頭部作一向量 R，則 R 即為兩向量 A 與 B 之和。若以相反次

序相加，亦可得到相同的向量 R，由此可知向量的加法運算符合交換律，即 ABBAR +=+= 。 

 

 

若 A、B 兩向量為共線，方向相同或相反，其加法運算與一般的代數運算相同，即 

BAR += ，如下圖所示。 

 

A

-A 
A

2A 
1.5A 
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3.向量減法    

向量 A 減向量 B 可寫成 )( BABAR −+=−=′ ，其結果可定義為向量 A 與向量 B 之反

方向向量 B− 相加所得之向量，如下圖所示。故向量減法的運算可視為加法運算的一種特

例，有關加法運算之法則，亦可適用於減法運算。 

 

 

 

4.向量分解 

   利用平行四邊形定律，可將一向量分解為兩已知方向上的分量。如下圖所示，將向量 R

分解成 a、b 線上的兩個分量，可由 R 之頭部作兩平行線分別平行於 a、b 直線，由其與 a、

b 直線的交點，即可作出兩分量 A 與 B。 
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4.3 空間向量與直線平面 

 空間向量的絕對值 

1.設 ),,( 111 zyxA , ),,( 222 zyxB 為空間中二點， 

則向量 ),,( 121212 zzyyxxAB −−−= =( x2 - x1, y2 - y1, z2 - z1)， 

      向量 AB 的長度為| AB | =
2

12
2

12
2

12 )()()( zzyyxx −+−+−    

2.空間向量 ),,( cbav = ， 

A,b,c 分別稱為 v 的 x分量、y分量、z分量， 

      2222 cbav ++=   

 

 空間向量的內積 

1. 設 ),,( 321 aaaa = , ),,( 321 bbbb = 為空間中二向量，假設兩向量間夾角為θ，則a與b 的內積

定義為 θcosbaba =⋅ ，其坐標表示法為 332211 babababa ++=⋅   

2. 設a ,b , c 為空間中三向量，則: 

(1) abba ⋅=⋅  

(2) ba ⊥ ⇐⇒ 0=⋅ba   

(3) 
2aaa =⋅   

(4) 
222

2 bbaaba +⋅+=+  

3.空間向量的正射影(投影量)，設a、b 為空間中二向量，則a在b 方向上的正射影為 b
b

ba )( 2
⋅
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 體積與面積 

1. 面積公式: 

設 ),,( 321 aaaa = ， ),,( 321 bbbb = 為空間中二向量，則此二向量其所張的平行四邊形面積為 : 

2

21

21
2

13

13
2

32

32222 )(||||
bb
aa

bb
aa

bb
aa

baba ++=⋅−  

 

2. 體積公式:  

設 ),,( 321 aaaa = , ),,( 321 bbbb = , ),,( 321 cccc = 為空間中三向量， 

則此三向量其所張的平行六面體體積為Δ =

321

321

321

ccc
bbb
aaa

。 

又此三向量其所張的四面體體積為
6
1
Δ。 

 

 空間向量的方向角 

設空間向量 ),,( cbav = ，定點 ),,( cbaA ，則 OAv = 。若OA與 x軸, y 軸, z 軸的 

正向夾角為α, β, γ，其中 πγβα ≤≤ ,,0 0，則稱α, β, γ為v 的方向角， 

v
a

=αcos ，
v
b

=βcos ，
v
c

=γcos  c 稱為 v 的方向餘弦 222|| cbav ++=  所以 : 

1coscoscos 222 =++ γβα 。 
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 空間中的平面 

1.平面方程式 

(1)點向式: 過點 ),,( 000 zyxP ，且法線向量為 ),,( cban = 之平面方程式為 

0)()()( 000 =−+−+− zzcyybxxa  

(2)一般式： 0=+++ dczbyax ， Rdcba ∈,,,  

(3)截距式：一平面交三坐標軸於 ),0,0(),0,,0(),0,0,( cba ，且 0≠abc 。 

平面方程式為 1=++
c
z

b
y

a
x   

 

2.平面族方程式 

  設 E1： 01111 =+++ dzcybxa ，E2： 02222 =+++ dzcybxa ，(E1 , E2 不平行)則過 E1、E2 

交線之所有平面方程式可設為 : 

 kE1 + E2 = 0 (不包含 E 1)   或   E1 +kE2 = 0 (不包含 E 2)。 

 

3.二平面的夾角 

E1： 1111 dzcybxa =++  ⇒ ),,( 1111 cban =   

E2： 2222 dzcbxa =++  ⇒ ),,( 2222 cban =  

(1) 
21

21cos
nn
nn ⋅

=θ    (另一交角為 θπ −  )   (2) 21 EE ⊥  ⇔ 021 =⋅ nn 。 

 

4.點到平面的距離： 

(1)給定一平面 E： 0=+++ dczbyax 及一點 ),,( 0000 zyxP  

⇒ ( ) 222

000
,

cba

dczbyax
D PE

++

+++
=  

 

  (2)若 E1： 01 =+++ dczbyax ，E2： 02 =+++ dczbyax  

     ⇒ 
( ) 222

21
2,1

cba

dd
D EE

++

−
=  
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5.二面角的平分面 : 

平面 E1： 1111 dzcybxa =++ 與平面 E2： 2222 dzcbxa +++ 所夾二面角的 

平分面方程式為  
2

2
2

2
2

2

2222
2

1
2

1
2

1

1111

cba

dzcybxa

cba

dzcybxa

++

+++
±=

++

+++
 

 

EX1.平面方程式 0)42()13( =+−−+++− zyxKzyx ，若過點 ( )5,1,2− 求(1) ?=K (2)方程式=? 

Sol: 

(1) )5,1,2(− 代入平面方程式⇒ 0)4522()1516( =+−−−+++−− K  

⇒
5
1

−=K  

0)42(
5
1)13( =+−−−++−∴ zyxzyx  

⇒ 016314 =++− zyx  

 

EX2.設 A(1,2,3)，E: 432 =+− zyx ，若平面 0: =++ zbyaxF 包含 A且與平面E 垂直，則

?=+ ba  

Sol: 

(1) F 平面通過 A(1,2,3) ⇒ 032 =+− ba  

   (2) FE ⊥   ⇒ 0320)1,,()3,2,1( =+−==⋅− baba  

⎩
⎨
⎧

−=−
−=+

∴
32
32

ba
ba

 ⇒ 3,0 −== ab  

 

 空間中的直線 

 

設直線 L的方向向量為(a, b, c)，且過定點 ).,( 000 zyx ，則 L的 

(1)對稱比例式：
c

zz
b

yy
a

xx 000 −
=

−
=

−
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(2)參數式： t
c

zz
b

yy
a

xx
=

−
=

−
=

− 000  ⇒ L： )(   

0

0

0

Rt
ctzz
btyy
atxx

∈
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
+=
+=

 

(3)二平面 E1： 01111 =+++ dzcybxa  與 E2： 02222 =+++ dzcybxa 之 

交線的方程式為 
⎩
⎨
⎧

=+++
=+++

0
0

2222

1111

dzcybxa
dzcybxa

 

其方向向量為 (  
22

11

cb
cb ，  

22

11

ac
ac ，  

22

11

ba
ba )。 

 

EX1. 空間中有兩個點 )3,2,1( 及 )1,2,3( ，請寫出這條直線方程式。 

     Sol:       法向量 )23),1(2,11( −−−−=n ⇒ )1,3,0(  

          其中 1=x ，故

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−
=

+

−
=

−

1
2

3
1

1
3

3
2

zy

zy

or

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−
−

=
−
+

−
−

=
−
−

1
2

3
1

1
3

3
2

zy

zy

 

 

EX2. 請判別
2

3
1
1

4
2:1

−
=

−
+

=
− zyxL 與

1
1

3
14

2
2:1

−
=

+
=

− zyxL 是否相交?若相交，求交點。若

不相交，求平行 1L ，但包含 2L 之平面的方程式。 
 

Sol: 參數式
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
−−=
+=

32
1
24

:1

tz
ty
tx

L ，代入 2L ⇒
1

1)32(
3

14)1(
2

2)24( −+
=

+−−
=

++ ttt
 

                             ⇒
3

13
2

44 +−
=

+ tt
⇒ 2621212 +−=+ tt  

                             ⇒ 1=t  

1=t 代入 1L ，∵3 項皆相等 ∴有交點 
1=t 代入參數式⇒ 5,2,6 =−== zyx  


