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六、 矩陣 

6.1 線性方程組與行列式運算 

 線性方程組 

設有單一線性方程式 cbyax =+ ，其中 a、b、c 為實數。其圖形為 xy-平面上的一條直線，若

將此線性方程式推廣到 n 個變數則可得到如下結果。 

(a) n 個變數 4321 ,.......,,, xxxx  的線性(一次)方程式為如下的形式：  

bxaxaxa nn =+++ ......2211 ，其中 1a , 2a ,…, xa ，b  ∈R  

(b)由若干個 n 個變數的線性方程式所組成的集合稱為聯立方程組： 
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其中 a 及 b 均為實數  

 方程式的解 

聯立方程組
222

111

cybxa
cybxa

=+
=+

的解，有下列三種可能：     

(1) 恰有一解，例如 
1
3

=−
=+

yx
yx

 恰有一解 (2,1)，此即為兩直線 3=+ yx 及 1=− yx 之交點。  

(2) 無解，例如
522

4
=+
=+
yx

yx
 無解，而兩直線 4=+ yx 及 522 =+ yx  平行。  

(3) 無限多組解，例如
422

2
=+
=+
yx

yx
 有無限多組解，兩直線 2=+ yx 及 422 =+ yx  重合，因

此代表兩者為同一直線，而直線上的點均為聯方程組之解。  
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 行列式 

 在線性代數，行列式是一個函數，其定義域為 nn× 的矩陣 A，值域為一個純量，寫作

)det(A 。 

矩陣 A 的行列式有時也記作 |A|。絕對值和矩陣範數也使用這個記法，有可能和行列式的記

法混淆。此外，矩陣的絕對值是沒有定義的。因此，行列式經常使用垂直線記法。 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

ihg
fed
cba

A  

行列式 )det(A  也寫作 | A | ，或明確的寫作︰ 

ihg
fed
cba

A =  

即矩陣的方括號以細長的垂直線取代。 

 行列式值 

所有任取 n個不同行且不同列之元素乘積付予正或負之總和稱為行列式的值，其行列的排序

是偶排列之項付予正號，否則付予負號。( n 階行列式之展開式有 !n 項) 

 如 1221
22

11 baba
ba
ba

−=  

 322311332112312213322113312312332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaaaaaaaaaaa
aaa
aaa
aaa

−−−++=  
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 階行列式的性質 

行列式中，行的元素與列的元素依序互換，行列式值不變。 

例如

321

321

321

333

222

111

ccc
bbb
aaa

cba
cba
cba

=  

(2)行列式中，兩行(列)的元素互調，行列式值變號。 

     例如

333

222

111

333

222

111

abc
abc
abc

cba
cba
cba

=  

(3)行列式中，某一行(列)的元素均為 0，行列式值為 0。 

     例如 0
0
0
0

33

22

11

=
cb
cb
cb

 

(4)行列式中，兩行(列)的元素對應相等或成比例，行列式值為 0。 

例如 0

111

222

111

=
kckbka
cba
cba

 

(5)行列式中，任一行(列)的元素可提出其公因數。 

     例如

333

222

111

333

222

111

cba
cba
cba

k
cba
cba
kckbka

=  

  (6)行列式中，某一行(列)的元素可分成二行(列)元素的和，則行列式可分解成兩個行列式的

和。 

例如

333

222

111

333

222

111

3333

2222

1111

dba
dba
dba

cba
cba
cba

dcba
dcba
dcba

+=
+
+
+

 

 (7)行列式中，任一行(列)元素的 k 倍加到另一行(列)，行列式值不變。 
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例如

333

212121

111
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EX1.試就實數 k 之值，試討論方程組
⎩
⎨
⎧

=−+
=++

1)2(
44)1(

ykx
yxk

。 

 

Sol：k≠3 且 k≠−2，方程組有唯一解；k=3，解 x=1−t，y=t；k=−2，無解 

 

EX2. 設
dc
ba

=2， 

(1)求 ?
4
123

=
dc
ba

  (2)求 ?
3475
3475

=
+−
+−

dcdc
baba

 

Sol： 

， 

(1) 2=−= bcad
dc
ba

 

(2) 24)2(12)(121212
4
123

==−=−= bcadbcad
dc
ba
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5630
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EX.3  設矩陣 A=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
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⎣

⎡

−
−−

−
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(1)試求矩陣 A 所對應的方程組 L。 
(2)化矩陣 A 為簡化矩陣。 
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Sol: (1)
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⎥
⎥
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⎣
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(2) 
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⎥
⎥
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⎡
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⎥
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⎢
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⎥
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Ans：(1)L：
⎪
⎩
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⎨

⎧
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⎥
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⎢
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6.2 高斯消去法 

 
高斯消去法實質上分成兩部份: 
 
一是消去部份將矩陣 A 利用列運算求得上三角矩陣 
 
二是反代(Backward Substitution)部份來求得所要的答案 
 
吾人假設一方程組如下所示： 
 

10532 321 =++ xxx   ==> Row1，以下以 R1 表示 
20754 321 =++ xxx   ==> Row2，以下以 R2 表示 
30963 321 =+− xxx   ==> Row3，以下以 R3 表示    

 
將該方程組 R2、R3 經過下列運算 

(R2) (R1)4/2- +× R2-- >  
(R3) (R1)3/2- +× R3-- >  

整個方程組被改寫為 
10  5x  3x - 2x 321 =+  => Row1 

0  3x - 11x 32 =       => Row2 
15  3/2x  3/2x - 32 =+   => Row3 

再進行以下的列運算： 
(R3)(R2)(1/11)(3/2) +×× R3-- >  

可以得到： 
10  5x  3x - 2x 321 =+   => Row1 

    0  3x - 11x 32 =      => Row2 
15  24/22x3 =      => Row3 

反代： 
Row 3： 15/(24/23)  x3 =   
Row 2： /11x3  x 32 ×=  
Row 1： )/23x (-5x x 2 3 1 +=  
 
以上方程組若以矩陣表示則為 
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⎭
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⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
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⎡
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⎡
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=> 15/(24/23)  x3 =   
  /11x3  x 32 ×=  
  )/23x (-5x x 2 3 1 +=  

EX1.試以高斯消去法求解： *)1(
15177

1252
22

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=++
−=++

=−+

zyx
zyx
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Sol：
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

−
−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
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5

2
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7
2

1
1

2
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RR
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−
−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−
−

0
5

12

000
410
901

2

0
5

2

000
410
121

3 2123 RRRR
， 

因此
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=+

=−

00
54

129
zy
zx

與(1*)等價，令 tz = ，則
⎩
⎨
⎧

−−=
+=

54
129

ty
tx

 

該方程組解集合為{( 9t + 12 , –4t – 5 , t ) | t ∈ R}  
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6.3 克拉馬公式 

本式為求解二元一次方程組之方法，其方法如下： 
 

設一方程組
)(
)(

222

111

bcybxa
acybxa

−=+
−=+

 

 
由加減消去法產生行列式公式 

由 12 )(b(a) bb ×−× 得 ( ) 12211221 bcbcxbaba −=− ，即 )(
22

11

22

11 c
bc
bc

x
ba
ba

−=  

由 21 )(a(b) aa ×−× 得 ( ) 12211221 cacaybaba −=− ，即 )(
22

11

22

11 d
ca
ca

y
ba
ba

−=  

因此可得，

22

11

22

11

ba
ba
bc
bc

x = ，

22

11

22

11

ba
ba
ca
ca

y =  

當(1)  0
22

11 ≠
ba
ba

，此方程是恰有一組解 

  (2)  0
22

11 =
ba
ba

，但 0
22

11 ≠
bc
bc

或 0
22

11 ≠
ca
ca

，此方程組無解(兩相異直線互相平行) 

  (3) 0
22

11 =
ba
ba

， 0
22

11

22

11 ==
ca
ca

bc
bc

，此方程是有無限多組解(兩直線重合) 

 
EX1.要合成 40%之食鹽水 900 公升，需要 15%與 60%的食鹽水各幾公升? 
Sol：設 15%的食鹽水 x 公升，60%食鹽水 y 公升 

    
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

×=+

=+

900
100
40

100
60

100
15

900

yx

yx

⎩
⎨
⎧

=+
=+

⇒
24004
900

yx
yx

 

3
41
11
==∆ ， 1200

42400
1900
==∆ x ， 1500

24001
9001

==∆ y  

400
3

1200
==

∆
∆

=∴ xx ， 500
3

1500
==

∆
∆

= yy  

15%食鹽水 400 公升，60%食鹽水 500 公升 


